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1 Cate´gories avec homotopie.
Soit C une cate´gorie. Notons C(C,C′) l’ensemble des morphismes de l’objet
C vers l’objet C′.
De´finition 1.1. Une homotopie dans C est la donne´e, pour chaque ensem-
ble C(C,C′) d’une relation d’e´quivalence ' telle que
(1) f ' f ′ ⇒ gf ' gf ′ et fh ' f ′h
pour tous morphismes g et h tels que les compose´s ci-dessus sont de´finis.
Nous prenons ici la de´finition la plus simple d’une situation d’homotopie.
Dans la pratique, une telle situation peut eˆtre donne´e via une cate´gorie
de fractions, un foncteur cylindre, un foncteur chemin dans C (cf. [8]) ou
un enrichissement de C par des 2-cellules (cf. [4]). Le dernier cas permet
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d’envisager des ge´ne´ralisations telles que la the´orie de l’homotopie dirige´e
([5]).
Proposition 1.2. Se donner une cate´gorie avec homotopie est exactement
se donner une cate´gorie enrichie par les groupo¨ıdes.
Preuve. Si C est une cate´gorie avec homotopie, on de´finit une 2-cellule f →
f ′ lorsque f ' f ′. Les proprie´te´s de l’e´quivalence nous assurent que chaque
C(C,C′) est un groupo¨ıde. La condition (1) de 1.1. permet de satisfaire
les axiomes des cate´gories enrichies ([12]). Re´ciproquement, si C est une
cate´gorie enrichie par les groupo¨ıdes, la relation ” f ' f ′ si et seulement si
il existe une 2-cellule f → f ′ ” est une relation d’e´quivalence qui satisfait la
condition (1) de 1.1.
Ceci permet, en particulier, d’envisager des homotopies diffe´rentes pour une
meˆme relation f ' f ′.
Notation 1.3. L’ensemble quotient C(C,C′)/ ' sera note´ [C,C′] et la classe
d’un f ∈ C(C,C′) sera note´e f s’il n’y a pas d’ambigu¨ıte´.
Avec (1) de 1.1. on a ainsi une nouvelle cate´gorie dont les objets sont ceux
de C et dont les morphismes sont les classes d’homotopie de morphismes de
C.
Notation 1.4. Etant donne´ un morphisme f : C→ C′, on a une application
f∗ : [A,C]→ [A,C′], de´finie par la composition, pour tout objet A.
De´finition 1.5. On dira que f est un mono homotopique (resp. e´pi
homotopique) si f∗ est une injection (resp. surjection).
2 La cate´gorie des H-objets.
Soit C une cate´gorie avec homotopie munie d’un produit × et d’un objet final
T.
De´finition 2.1. Un H-objet de C est un objet C muni de morphismes
e : T→ C et m : C×C→ C tels que
(2) m(e× 1C) ' 1C ' m(1C × e),
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un H-morphisme c : C→ C′ entre H-objets est un morphisme c tel que
(3) cm ' m′(c× c) et ce ' e′.
Exemples 2.2. Les groupes cate´goriques ([1], [13]), les H-espaces ([15], [11])
et les H-cate´gories ([7]) sont des H-objets. L’objet final T a une structure de
H-objet triviale.
De´finition 2.3. Les H-objets et les H-morphismes constituent une sous-
cate´gorie HC de C. Le morphisme compose´ C→ T e′→ C′ sera note´ 0.
Proposition 2.4. Pour tout objet A et tout H-objet C de C, le morphisme
m de´finit une loi de composition dans les ensembles C(A,C) et [A,C]. Nous
la noterons +, bien qu’elle ne soit pas abelienne en ge´ne´ral. Le morphisme
compose´ 0 : A→ T e→ C est un e´le´ment neutre pour la loi de [A,C].
Remarque 2.5. Si le H-objet C est H-associatif, i.e. m(m× 1C) ' m(1C×
m) : C3 → C, alors [A,C] est un mono¨ıde, i.e. une petite cate´gorie a` un
objet.
De´finition 2.6. Un H-objet C est dit diffe´renciant si pour tout objet A et
tout couple f, g ∈ [A,C] il existe un unique df,g ∈ [A,C] tel que df,g+g = f .
Cette proprie´te´, qui est e´vidente si C est un H-groupe (i.e. est H-associatif
et a` H-inverse i : C → C avec m(i, 1C) ' m(1C, i) ' 0), est aussi vraie
quand, dans T op, on travaille avec des espaces ayant le type d’homotopie
d’un CW-complexe (cf. [15] et [11]).
3 Quotient et noyau.
Un e´pimorphisme de groupes abe´liens est un homomorphisme qui admet une
section ensembliste. De manie`re semblable on a la de´finition suivante.
De´finition 3.1. Un H-morphisme p : H→ C est un H-quotient s’il existe
un morphisme s : C→ H tel que ps ' 1C.
Proposition 3.2. Un H-quotient est un e´pi homotopique.
Preuve. Pour tout f ∈ [A,C], on a sf ∈ [A,H] telque p∗(sf) = psf = f
dans [A,C].
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De´finition 3.3. Un H-noyau d’un H-morphisme p : H → C est un H-
morphisme i : K→ H mono homotopique tel que si h et h′ : A→ H sont
des morphismes on a
(?) ph ' ph′ ⇔ ∃k : A→ K , unique a` homotopie pre`s, tel que h′ ' ik+h.
Proposition 3.4. Si i est un H-noyau de p, on a pi ' 0.
Preuve. On a i ' i + 0 et tout k′ : K→ K tel que i ' ik + 0 ' ik est tel
que k′ ' 1K car i est un mono homotopique. De par (?) de 3.3. avec A = K
et k = 1K, on a pi ' p0 et comme p est un H-morphisme, on a p0 ' 0 d’ou`
pi ' 0.
La de´finition suivante a e´te´ conside´re´e par [3] et [4] qui utilise plutoˆt la notion
de noyau homotopique standard, i.e. avec l’unicite´ stricte du morphisme k.
De´finition 3.5. Un noyau homotopique de p est un H-morphisme i :
K → H tel que pi ' 0 et pour tout j : K′ → H tel que pj ' 0, il existe
k : K′ → K tel que j ' ik, le morphisme k e´tant unique a` homotopie pre`s.
Proposition 3.6. Un H-noyau est un noyau homotopique.
Preuve. En 3.4. on amontre´ que l’on a pi ' 0. Si on a pj ' 0, alors pj ' p0.
De par (?) de 3.3 on a k, unique a` homotopie pre`s, tel que j ' ik + 0 ' ik.
Proposition 3.7. Si H et C sont diffe´renciants, un noyau homotopique de
p : H→ C est un H-noyau.
Preuve. Montrons d’abord que i est un mono homotopique. Supposons que
l’on a ia ' ib, alors on a pia ' 0a ' 0. La de´finition 3.4. nous dit alors qu’il
existe k tel que ik ' ia. L’unicite´ a` homotopie pre`s de k implique k ' a et
k ' b d’ou` a ' b.
Si on a ph ' ph′ ceci e´quivaut a` p∗(h) = p∗(h′). Comme H est diffe´renciant,
on a h = dh,h′ + h
′ dans [A,H] et p∗(h) = p∗(dh,h′) + p∗(h′) et l’unicite´ de la
diffe´rence dans [A,C] implique p∗(dh,h′) = 0. De par la de´finition du noyau
homotopique, on a alors dh,h′ ' ik et h ' ik + h′ avec k unique a` homotopie
pre`s car i est un mono homotopique.
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4 Extensions de H-objets
La ge´ne´ralisation de la the´orie de Schreier ([14]) s’est pre´sente´e de manie`re
re´currente dans les dernie`res de´cennies du vingtie`me sie`cle. Dans chaque cas,
une extension est la donne´e d’un ”quotient” et de son ”noyau”. Pour une
notion stricte, il y a les extensions de cate´gories que nous avons e´tudie´es dans
une te´tralogie d’articles (dont [9]). Un aspect homotopique apparaˆıt dans les
travaux sur les groupes cate´goriques ([2], [1], [13]). On a alors un lien avec
nos travaux en homotopie. Tout ceci est de´crit dans [10].
De´finition 4.1. Une extension de H-objets (de C par K) est la donne´e de
E : K
i→ H p→ C
ou` p est un H-quotient et i est un H-noyau de p.
Proposition 4.2. E : K
i→ H p→ C est une extension de H-objets si et
seulement si pour tout objet A de C, la suite d’applications
0→ [A,K] i∗→ [A,H] p∗→ [A,C]→ 0
est exacte en ce sens que i∗ est injective, p∗ est surjective et si on a p∗(h) =
p∗(h′), alors il existe un unique k ∈ [A,K] tel que h′ = i∗(k) + h.
Preuve. (⇒) Le morphisme i e´tant un mono homotopique, l’application i∗
est injective. Le morphisme p ayant une section, l’application p∗ est surjec-
tive. La proprie´te´ universelle (?) du H-noyau termine la preuve.
(⇐) i∗ e´tant injective, i est un mono homotopique. L’exactitude de la
suite d’applications de 4.2. donne que i est un H-noyau de p. Comme
p∗ : [C,H] → [C,C] est surjective (on prend dans l’e´nonce´ A = C), il
existe un morphisme s : C → H tel que p∗(s) ' 1C or p∗(s) = ps et s est
une section de p.
Exemples 4.3. On reconnaˆıt ici le type d’extensions de H-espaces envisage´
par [11]. Suivant une de´monstration de celui-ci, on verra que si K et C sont
des H-objets, on a une extension de H-objets K
(1,0)→ K×C p→ C.
Comme dans la the´orie de Schreier, on peut se poser la question de la clas-
sification, par de la cohomologie (les sections de p engendrant des cocycles
comme dans [6]) ou pas. Le contexte est alors de´terminant et l’associativite´
(comme on le verra en 4.4.) ou la commutativite´ (comme dans [11], [1] et nos
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articles) jouent un roˆle important. Sous certaines conditions, [11] a classifie´
certaines extensions de H-espaces par un quotient de [C ∧C,K] ou` ∧ est le
smash produit C ∧C = C×C/C ∨C avec C ∨C = {(x, y) ∈ C×C, x =
e ou y = e}. Dans [13], pour un cadre tre`s ge´ne´ral, on trouve une formula-
tion, concernant les groupes cate´goriques, qui peut eˆtre plus maniable que la
cohomologie.
Proposition 4.4. Si on suppose que les H-objets K, H et C sont H-
associatifs, on a une extension de H-objets
E : K
i→ H p→ C
si et seulement si, pour chaque objet A de C,
E∗ : [A,K]
i∗→ [A,H] p∗→ [A,C]
est une extension de (petites) cate´gories (a` un objet).
Preuve. Puisque les H-objets sont H-associatifs, les objets de la deuxie`me
suite sont des mono¨ıdes i.e. des petites cate´gories a` un objet, les applications
e´tant des foncteurs. L’injectivite´ de i∗ nous dit que c’est un foncteur fide`le.
La surjectivite´ de p∗ nous dit que c’est un foncteur quotient (i.e. plein et
bijectif sur les objets). L’exactitude en [A,H] de´crite en 4.2. est exactement
la condition (?) de la de´finition des extensions de cate´gories de [9]. Se donner
une suite exacte comme en 4.2. est donc exactement se donner une extension
de cate´gories et 4.2. nous dit que c’est e´quivalent au fait que K
i→ H p→ C
est une extension de H-objets.
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